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Equation de Boltzmann sans collision :

J f dJf d f
ot or v

e Fonction de distribution f (r,v,?).

e Potentiel gravitationnel :

v =-G- g*/fdv @A\p:4nG/fdv
—
densité, p

e Sans collisions car généralement Tgyn < Tl
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Comment déterminer y ?

1. A partir des observations : en supposant une relation
masse-luminosité v o< p et en résolvant I'’équation de Poisson

Ay = p.
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Amas globulaires

NGC362 — Source : Hubble

Comment déterminer y ?

1. A partir des observations : en supposant une relation
masse-luminosité v o< p et en résolvant I'’équation de Poisson

Ay = p.
2. A partir de considérations théoriques...
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Comment déterminer y? Ay = p avec
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Amas globulaires

NGC362 — Source : Hubble A
Comment déterminer y? Ay = p avec 2
I 55 2n
® D =CSt = r)=—-m7r, T ="
P Wha (7) 2 o '
GM
o p="B(r))"M = Wie(r) = — 22 T2 o a® o |E| > 13 Ioi de K.
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8/37



Systemes autogravitants Lisochronie en 3D La théorie de la relativité isochrone La loi de Kepler Dynamique autogravitante
Potentiels isochrones
I'équation du mouvement radial dans le plan orbital fixé par A :

1 (dr\® A2
2(dt) +ﬁ—(§—llf):0 (M)

e Pour un potentiel donné, y, 'ensemble des orbites périodiques
est donné par

Oy = {(&,A) € R?, t.q. r(-) soit périodique et solution de (M)} .

e Si(§,A) € Oy, alors la période
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Potentiels isochrones

I'équation du mouvement radial dans le plan orbital fixé par A :

1 /dr\> A2
3 (5) +om-C-v- )

e Pour un potentiel donné, v, 'ensemble des orbites périodiques
est donné par

Oy = {(§,A) € R?, t.q. (-) soit périodique et solution de (M)} .

e Si(&,A) € Oy, alors la période

FYmax

L&A <o,

My

Chercher un potentiel isochrone :
Trouver tous les Y(r), t.q. @y # 0 et V(§,A) € Oy, 1,(§,A) = 1.(E). J
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Théoréme

Il existe 4 familles de potentiels isochrones Ye, Wha, Vhe €t Who.
Tout potentiel isochrone est dans l'orbite de I'un de ces potentiels sous
I'action du groupe A = {a.— transvections, 3 — translations}.
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Classification des isochrones

Théoréeme

Il existe 4 familles de potentiels isochrones Wye, Wha, Whe €t Who.
Tout potentiel isochrone est dans l'orbite de I'un de ces potentiels sous
I'action du groupe A = {a.— transvections, 3 — translations}.

b

o A log(p/po)

A Dy

Pbo

Pha=—

1w

3p
a+V2)b —11 0= Teraw
,% Phe
Ll | | \ log(r/1)
—2 —1 0 1

Potentiel et masse volumique du Hénon et du borné.
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1 2 1
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q 2 __

Wha(g)=3 0 ¢
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1 2 1
Hhna = 5 (P?I‘Fl?(;) + -l
q 2

Wha(g)=3 0 ¢
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(9,8,pg,p0) — (x,6,px,p0)

a ar
avec L]Zc gl;z =1
dq an
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Transformation canonique :
(Q)equvpe) — (xveupmpe)

ox E)X
- ) .
avec dq Pq :l,six:%alorpr:quainsi
q

9px 9px
dg dpy

-‘}{ha:4x|:
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Harmonique Kepler

1
Yia(q) = 5074 Yie(r) =~

Transformation canonique :

4x 1 22 I, H
y—[hu:£|:2<p)2c+ >+8:| }[ke—2<pr+ ),»
que l'on récrit sous la forme

> 1(, P ) I,

8 2 Px 4x2 4x
>0 (7"-{/_[}111
eten posant —‘]-[ke = _T M= 4
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14, __H
Vha(q) = ;0°¢ Wie(r) = =7

dx 1 P2 002 1 Pa u
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Kepler
Orbit F

Harmonic

Orbit
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Wha(q) = ;0°¢’ Yie(r) = —=
v [ 1 P2 o> /2 1 Pe u
DT e . 0 w e _ 22 e M
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alias Goursat, Darboux, Levi-Civita,
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De I'harmonique au Keplerien...

Harmonique Kepler

1
Vha(q) = 5032 q

alias Goursat, Darboux, Levi-Civita,

Transformation de Bohlin (z — Ezz),

etc.
Kepler
Orbi
N " Echange
Ex Y(x) = xy(x)
Harmonic total
Orbit
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Echange partiel &x <+ Y (x) qui préserve l'isochronie ?
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Echange linéaire entre Ex et y :

&x—y:ax/—y’,
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Echange partiel &x <> Y (x) qui préserve l'isochronie ?
1 [dx ) 1 [dx , RV
L (U Y (o8 /UL )

Echange linéaire entre Ex et y :

(5)=11(5)
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Les Bolsts

Echange partiel &x <> Y (x) qui préserve l'isochronie ?

12(?;) +A?=Ex Y (x), 12(‘;;) +(N) =8 Y ().

Echange linéaire entre Ex et y :

(¥)=15 (%)
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Les Bolsts

Echange partiel &x <+ Y(x) qui préserve l'isochronie ?

1 (dx\* 1 (axr\* 2
16<dt> AT =G (x), m(m) +(A) =8 Y (¥).

Echange linéaire entre Ex et y :

(%)=Lt ()

Bop
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Les Bolsts

Théoréme

Quand aiE' +# 0, Iimage d’une PRO keplerienne par Bg g estune

a
orbite isochrone telle que (X = p[|3§|>
u

N2 O&rt—uPr
(r) - &/ ’
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Les i Bolsts

Echange partiel entre &x <> Y (x) qui préserve I'isochronie ?

1 [dx\? 1 [dd\? 2

Y s AZ=—Ex—Y L[ ex AV —EY Y (¥
16<dt> TA =S -T W), 16<dt’> + () =8 -1 ()

Echange symétrique entre Ex et y :

(%)=l v (),

By

ou By est inversible < y= o+ # 0.
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Le groupe des i Bolst kepleriens

Proposition
Tout potentiel isochrone est dans I'orbite du potentiel keplerien sous
I'action du groupe des iBolst B = {By,y€ R*}.
d}b_o 1/’1?0
Y ® 0 ® Y
F O 0 Pe \
- i he wbo W 8 f 0
B]':.l,:o Q/ch B Tpha ®O By __ 5 ZO
: Ve . R i
y J J ¥
O " K )
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i Bolsts

La représentation additive de B s’écrit :

By — et cosh(x) sinh(y) quand y > 0,

sinh(y) cosh(y)

avec y = e,

20/37



Laction des i Bolsts

«4O0>» «Fr «E»r» «

Ay
21/37



Systemes autogravitants Lisochronie en 3D La théorie de la relativité isochrone La loi de Kepler Dynamique autogravitante

Laction des i Bolsts

Y

14

21/37



Systemes autogravitants

Lisochronie en 3D

La théorie de la relativité isochrone

Laction des i Bolsts

La loi de Kepler

Y

P

€|

Dynamique autogravitante

21/37



Systemes autogravitants Lisochronie en 3D La théorie de la relativité isochrone La loi de Kepler Dynamique autogravitante

Laction des i Bolsts
y P

A's

14

Ay

21/37



Systemes autogravitants Lisochronie en 3D La théorie de la relativité isochrone La loi de Kepler Dynamique autogravitante

Laction des i Bolsts

Y

¢
7

13
Y+ 1

Ay

21/37



Systemes autogravitants

Lisochronie en 3D La théorie de la relativité isochrone

La loi de Kepler Dynamique autogravitante
Laction des i Bolsts
Y Ay

N

Ay




Systemes autogravitants Lisochronie en 3D La théorie de la relativité isochrone La loi de Kepler

Laction des i Bolsts

Dynamique autogravitante
Y

Ay




Systemes autogravitants

Lisochronie en 3D

La théorie de la relativité isochrone

La loi de Kepler Dynamique autogravitante
Laction des i Bolsts
Yy 2y’
P A
5 P’
T
Vi

A,




Systemes autogravitants

Lisochronie en 3D

La théorie de la relativité isochrone

La loi de Kepler

Dynamique autogravitante

Laction des i Bolsts
Yy ay!
y P A
1) P’
T
V-
j €'
A u
\ P
5 - €l

Ay

A =+]yA




Systemes autogravitants

Lisochronie en 3D

La théorie de la relativité isochrone

Laction des i Bolsts

La loi de Kepler

Y Ay’
P, A
1) P’
T
V.
J |§I|x/
A u
\ 5
@) 7

AN

Dynamique autogravitante




Systemes autogravitants Lisochronie en 3D La théorie de la relativité isochrone La loi de Kepler Dynamique autogravitante

Référentiels propres

Définition

Le référentiel propre d’'une parabole 2 est (O,t,n) ot 7y () = Rt est
la tangente & P en l'origine O et S (?) = Rn son axe de symétrie.
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A .
Etre ou ne pas étre isochrone...

Théoréme

Une orbite est isochrone <> Elle est I'image par un i Bolst d’une orbite
keplerienne.

€]

N
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iBolsts ...

Considérons k ! (i—j)etl ! (i+j) les deux vecteurs
= — (1l — = — (1
va ! Uit

propres de I'iBolst By tels que

Dans le systéme de coordonnées affine (w; = &x,w, =y) eten
posant w = By(w), on a

B
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Relativité isochrone vs Relativité restreinte

e Principe de relativité restreinte d’Einstein : les lois de la physique
sont les mémes dans tous les référentiels galiléens ;

e Lalongueur de l'intervalle d’espacetemps c2di® —x% est
conservée dans un changement de référentiel galiléen.
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Relativité isochrone vs Relativité restreinte

e Principe de relativité isochrone : les équations du mouvement
sont les mémes dans tous les référentiels propres;

e La longueur de I'"intervalle isochrone”, Ex — y, est conservée
dans tout changement de référentiel.
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Relativité isochrone vs Relativité restreinte

Principe de relativité isochrone
Dans le référentiel canonique R, avec le temps propre dt = &dt, une
orbite keplerienne (&, A%) décrite par les coordonnées affines (Ex, y)
vérifie

L (i) = (wli—i) + (ol

— | —=(wl))| =(wli— w

16 | dr JIwAY
avec wp = —Azj.
Dans le référentiel bolsté R/, avec les coordonnées affines (&'x',y’) et
le temps propre dt’ = &'dr’, I'orbite bolstée vérifie

Eag <wqu)r: (Wlu—v) + (WalY)

avec W', = —A%v.
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La 3" loi de Kepler
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Demi grand axe isochrone

Pour Yie(r) = —g, le demi-grand axe est a = m
u VIR P+
Pour Ype(r) = R/ on pose a = 5 _
u i MJ’\/@
Pour Wyo(r) = T on définit a = 5 _

2/3
Pour ufffa, une boule homogéne de rayon R, on pose a = <2) R.
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La 3" loi de Kepler des isochrones

Théoréme

Pour toute orbite périodique dans un potentiel isochrone , le carré de
la période radiale est proportionnel au cube du demi grand axe
isochrone : 5

47
2= g

u
ou 1 est le paramétre de masse dans e, Whe, Wpo OU 1 = ®°R> dans
R

Wha'
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Analyse de la densité de masse

10t

P/Po

— H
— i

—K

— k

H : Sphére de Hénon (1 = 1007),

i : Modele isochrone théorique (b = 0.36),
K : Modéle de King numérique,

k : Modeéle de King théorique (W = 9).

Hae
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Analyse isochrone d’'une sphére de Hénon effondrée

» y = log(7)

“y=1500+1.66 5 —log (a)

1 0 1
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Analyse isochrone d’'une sphére de Hénon effondrée

»y = log(7)

Isochrone !

12°<Cl3

“y=1500+1.66 5 —log (a)

1 0 1
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Analyse isochrone d’'un modele de King

y = log (1)

;

_y=1130+436 4 _10g(a)

-1 o 1 2
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Analyse isochrone d’'un modele de King

y = log (1)

7r W

6 Non isochrone !
5,

4+

-1 0 1 2
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Conclusion

e Caractérisation géométrique de 'ensemble des potentiels
isochrones ;

e Generalisation de la transformation de Bohlin :

(Eiso, Wiso) & (Ekes Wie)

e Relativité isochrone : Tout isochrone est keplerien dans son
référentiel propre.
e Conséquences :

e generalisation de la 3°" loi de Kepler;
e compréhension fine du théoréme de Bertrand.

e |e résultat de la relaxation violente est isochrone.
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